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Can one solve cubic equations 
by completing the cube?
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ax3 + bx2 + cx + d ?= a(x + s)3 + t



⼀般不能这样配立⽅！



⼆次⽅程与⼆次型 

ax2 + bx + c ⇆ ax2 + bxy + cy2



三次⽅程与三次型 
a0x3 + a1x2 + a2x + a3 ⇆ a0x3 + a1x2y + a2xy2 + a3y3



如何配立⽅？ 
a0x3 + 3a1x2y + 3a2xy2 + a3y3 ?= (α1x + β1y)3 + (α2x + β2y)3



三次⽅程配⽅化简 
a0x3 + 3a1x2 + 3a2x + a3 = (α1x + β1)3 + (α2x + β2)3



⼆次型配平⽅ 对称双线
性型的正交直和分解

⇔



三次型   对称三线性型 

 

n

∑
i,j,k=1

aijkxixjxk ⇔

Θ : V × V × V → 𝕂
(ei, ej, ek) ↦ aijk



 Z(Θ) = {ϕ ∈ End V |Θ(ϕv1, v2, v3) = Θ(v1, ϕv2, v3), ∀vi ∈ V}

Z( f ) = {X ∈ 𝕂n×n | (HX)T = HX},其中H = ( ∂2f
∂xi∂xj )



小结：以上定义的 称为型的
中⼼（Harrison，1975），可视为对称
矩阵的推⼴，描述 和的对称性。

Z(Θ)和Z( f )

Θ f



例1：设 则其
Hessian矩阵为纯量阵，故其中⼼
为对称矩阵的全体。

f = x2
1 + x2

2 + ⋯ + x2
n .



例2：设 令
则f的Hessian矩阵为对角阵，易知其
中⼼为对角矩阵的全体。

d > 2, f = xd
1 + xd

2 + ⋯ + xd
n .



观察：对角化的型，其中⼼有⾜
够多的投影变换，或幂等矩阵。



思路：对于⼀般的型（含有复杂
的交叉项），通过其中⼼找投影
算⼦或幂等矩阵！



结论1: 令f = a0x3 + 3a1x2y + 3a2xy2 + a3y3 .

则 f = (α1x + β1y)3 + (α2x + β2y)3当且仅当

Z( f )由⼀对正交幂等矩阵线性张成 .



由以下形式矩阵组成： Z( f )



结论2: 令f = a0x3 + 3a1x2y + 3a2xy2 + a3y3 .

则⼀般地Z( f )由⼀对正交幂等矩阵线性张成 .

若不然, Z( f )含有⼀个平⽅零矩阵, 等价于f含有重复因式 .



结论3. 给定2元3次型，计算其中⼼，将中⼼中非单位
阵相似对角化，利用该过渡矩阵可以将该型对角化。
若中⼼中非单位阵不能对角化，则该型有重复因⼦。
将型的结论转换为3次⽅程，立可求解三次⽅程。



三次⽅程求根公式

符号约定：  

定理： 则

由此易得 的

根为      其中

D1 =
a0 a1
a1 a2

, D2 =
a0 a2
a1 a3

, D3 =
a1 a2
a2 a3

.

设f(x) = a0x3 + 3a1x2 + 3a2x + a3,且D2
2 − 4D1D3 ≠ 0.

f(x) =
λ2a0 − D1a1

λ2 − λ1
(x +

λ1

D1
)3 +

λ1a0 − D1a1

λ1 − λ2
(x +

λ2

D1
)3 . f(x) = 0

xi =
γωiλ1 − λ2

D1(1 − γωi)
, i = 0,1,2.

γ = 3
λ2a0 − D1a1

λ1a0 − D1a1
, ω = −

1
2

+
3

2
i .



卡当公式 
对于⽅程 使用以上定理，得 x3 + px + q = 0



注记：卡当公式中被开立⽅的项
其实是相应三次型中⼼代数的⼀
个⽣成矩阵的特征值！



总结
可以利用该思路解决三次曲线的分类问题，该问题是解析⼏何的重要成就，最早由⽜顿给
出。 

可以将该⽅法拓展到⼀般⾼次⽅程

 

也许可以作为学⽣⼤作业案例，拓展⼆次型到⾼次型，将矩阵拓展到张量，体现课程的两
性⼀度。 

卡当公式最早由Tartaglia巧妙地利用恒等式 推导出。后续有利
用Sylvester的⼆元型标准型（华林分解）来推导的办法，MIT教授Rota、陈永川院⼠等利用
该⽅法给出⽅程配立⽅、卡当公式的重新推导。

a0xd + (d
1)a1xd−1 + ⋯ + ( d

d − 1)ad−1x + ad = (α1x + β1)d + (α2x + β2)d .

(a + b)3 = a3 + b3 + 3ab(a + b)
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Thank You! 
敬请批评指正！


